TRANSFORMĂRI  GEOMETRICE

  
Fie  P  mulţimea punctelor unui plan.


DEFINIŢIE. O funcţie f :P(P sau o restricţie a unei asemenea funcţii se       numeşte  transformarea geometrică.

Aşadar, transformarea f este denumirea geometrică a funcţiei. Dacă F este o figură geometrică (o submulţime de pumcte ale planului P), atunci

 



 F(F)={f(F)| F ( F}

Se numeşte Imaginea mulţimii F prin transformarea f (f(F) se mai numeşte transformarea figurii F prin f; f(F)= F”  este transformatul punctului F prin f sau imaginea punctului F prin f)


Atunci când utilizăm transformările geometrice în rezolvarrea unor probleme de geometrie (aici discutăm translaţia si omoteria) trebuie să ştim :

1) să precizăm elementele care definesc transformările geometrice.

2) să construim imaginea unui punct printr-o transformare geometrică.

3) să construim imaginea unei figuri printr-o transformare geometrică.

4) să determinăm punctele care corespund printr-o transformare geometrică.

1) Translaţia  în  plan


DEFINIŢIE: Fie  v  un  vector dat. Se numeşte translţie de vector  v , funcţia care asociază fiecărui punct M din planul P astfel încât :









 
 MM’=   v .


Deci  T  v (M) = M’. MM’= v ; M’ este imaginea lui M prin T  v .
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Este interesant de văzut comportamentul unor figuri geometrice simple în urma unei translaţii.Mai precis de stabilit care sunt elementele acestor figuri care se conservă (care nu se schimbă-lungimea segmentului, măsura unghiului, etc.)


Vom considera  v  un vector nenul (acesta fiind cazul interesant)



PROPRIETĂŢI:



T1: Translaţia de vector  v  conservă lungimea unui segment.


Demonstraţie.  Fie segmentul [AB].


         B


  B’

 Demonstraţi ( prin dublă incluziune) că

 T  v   ([AB])=[ A’B’], unde 

 A’= T   v  (A), B’=T  v  (B)  (figura 1.)


 Cum patrulaterul AA’B’B este paralelogram,                         v

 deducem că  AB= A’B’.
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                Figura 1. 



T2: Translaţia de vector  v  duce o dreaptă într-o dreaptă oaralelă cu cea dată.


T  v  (d)= d’  ,  d || d’.



























      d                             d’

Demonstraţie: Fie d o dreaptă în planul P. 

Arătaţi prin dublă incluziune egalitatea
                                          V




T  v (d)=d’ , unde d’ || d (Figura 2.)


OBS: Translaţia de vector  v  conservă                                                


Paralelismul a doua drepte.
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Figura 2.







T3: Translaţia de vector  v  conservă coliniaritatea unor puncte şi ordinea lor.

















Mai precis arătaţi că  dacă A,B,C, sunt coliniare, atunci T v(A), T v(B), T v(C) sunt de asemenea coliniare ( figura 3). ( utilizaţi Teorema lui Euclid ), iar dacă B([AB], atunci 

T v(B) ( [T v(A) T v(C)].
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Figura 3.
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       B’     Figura 4.



  T4:    Translaţia conservă măsura unghiurilor.


Demonstraţie. Fie unghiul (ABC ( figura 4.). Atunci, T v((ABC)((A’B’C’ şi m((ABC)= m((A’B’C’). Din proprietatea T2 se deduce că  T v ([BA)=[B’A’ , AB || A’B’.

Analog T v ([BC)= [B’C’, BC || B’C’.


Unghiurile (ABC şi (A’B’C’ fiind cu laturile paralele situate in acelaşi semiplan faţă de BB’ sunt congruente. ( figura 4.).



T5; Translaţia coservă raportul lungimilor a două segmente.










                           C          V                    C’

Demonstraţie. Fie punctele coliniare A,B,C, 

( figura  5.) şi vectorul  v . Prin translaţia de

vector  v  obţinem punctele coliniare A’,B’,C’.                           

Ţinând seama de T1 avem AB=A’B’, BC=B’C’                    B                                     B’

şi deci  BC/AB=B’C’/A’B’.
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              Figura 5.




T6: Translaţia transformă un poligon într-un pligon congruent cu cel dat.





Demonstraţie. Se utilizează prorietăţile T1 şi T4, via congruenţa poligoanelor.










T7: Compunerea a două translaţii de vectori  V1  şi  V2  este tot o translaţie de vector  V1+V2  adică  T v1( T v2= T V2+V1.


Demonstraţie. Fie vectorii  V 1 şi V 2 

(figura 6.) şi  M( P. Prin translaţia de                    V1

vector  v1 , M se transformă în M1

M1=T v1(M). Punctul M1 prin translaţia                            M1                         V2

 de vector v2  se transformă în punctul

M2, M2= T v2(M1).                                              V1                              V2

Deci punctul M se transformă în

Punctul M2 prin translaţia de vector              M                                                  M2

 v1+v2. 









             Figura 6.


Definiţie: Translaţia în planul ( este o transformare a planului ( prin care toate

 punctele planului se deplasează în aceeaşi direcţie şi sens, cu aceeaşi distanţă între orice punct şi transformatul său.

Notând cu t:((( o translaţie a planului reyultî cî :At(A)(A’t(A’)(A’’t(A’’)(…..(a.

Prin uramre, orice translaţie determină o clasă de vectori echipolenţi şi reciproc, orice clasă de vectori echipolenţi determină o translaţie.(figura 7.)


Terorema 1: Orice translaţie a planului (            A


     t(A)

este o izometrie de genul unu.                                     A’                         t(A’)
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       Figura 7.


Teorema 2: mulţimea translaţiilor planului ( este grup comutativ în raport cu operaţia

 de compunere.


Produsul translaţiilor este asociativ deoarece translaţiile sunt izometrii, iar aplicaţia identică a planului este translaţia de vector 0 : 1( = t  0  .

         Produsul translaţiilor este comutativ:
 ta  ( t b = t  a  +  b = t  b  +  a = t b ( t a  pentru orice translaţii t a  şi  t b  .  




Teorema 3: O izometrie a planului ( este o translaţie dacă şi numai dacă transormă

orice semideaptă într-o semidreaptă având aceeaşi orientare.


Simetria centrală în plan


Definiţie: Punctele A şi A’ din planul ( se numesc simetrice în raport cu punctul O din planul (  dacă O este mijlocul segmentului ( A A’ (. Punctul A’ se numeşte simetricul punctului A în raport cu punctul O.(figura 8.)




Definiţie: Simetria centrală de centru O în planul ( este o transformare a planului (  prin care punctul O se transformă în el însuşi şi orice alt punct A se transformă în simetricul său A’ în raport cu punctul O.













             A’=S0(A)

Prin definiţie rezultă că simetria centrală este o

Involuţie.










      A                                 Figura 8.


Simetria axială în plan


Definiţie: Punctele A şi A’ din planul ( se numesc simetrice în raport cu dreapta d din planul ( dacă segmentul (A A’( este perpendiculr pe dreapta d şi o intersectează într-un punct O, astfel încât (AO(((OA’(.Punctul A’ se numeşte simetricul punctului A în raport cu dreapta d.




Definiţie: Simetria axială de ază d în planul ( este o transformare a planului ( prin care punctele dreptei d se transformă în ele însele şi orice alt punct A se transformă în simetricul său A’ în raport cu dreapta d.





Prin definiţie rezultă că simetria axială este

 o involuţie.


Simetria axială de axă d se notează cu Sd.



      A

Prin urmare Sd: (( ( astfel încât Sd(A)=A 

pentru orice A(d şi orice Sd(A)=A’ pentru


 d


90(
orice A ( (-d, unde (AA’((d, {O}=




                  

=(AA’((d ;I ||AO||=||OA’||.(figura 9.)



        

   A’=Sd(A)

Figura 9.


Aplicaţii:
         * În ce loc trebuie construit podul MN peste un râu care separă satele A şi B astfel încât drumul AMNB de la satul A la satul B să fie cel mai scurt ( Malurile râului se consideră drepte paralele, iar podul este perpendicular pe maluri).

 












     REZOLVARE:
   Se consideră translaţia de vector MN  prin care


      M

 T  MN (A)=A’.(figura 10.).








N
      B

   Deci A’N=AM, iar drumul AMNB este egal cu       

A’N+NB+MN.Cum lungimea segmentului MN          A

este constantă trebuie să gasim poziţia lui N 



  M


N

pentru care A’N+NB este minimă.Se constată uşor

    A’

 că punctul căutat N se află pe segmentul [AB].





Figura 10.

    Probleme:
1) Să se construiască un triunghi echilateral de latură l dată având două dintre vârfuri pe

 doua drepte paralele iar al treilea varf pe o dreaptă secantă celor două drepte paralele.

2) Pătratul A’B’C’D’ se obţine din pătratul ABCD printr-o translaţie.Ce se poate spune

 despre direcţia translaţiei dacă intersecţia pătratelor ABCD şi A’B’C’D’ este tot un patrat(
3) Construiţi un trapez cunoscând lungimile laturilor lui.

4) O dreaptă trece prin centrul paralelogramului ABCD şi intersectează laturile acestuia

în punctele P şi Q.Arătaţi că punctele de intersecţie ale segmentelor (AP(, (BP(, (CQ( şi (DQ( cu diagonalele paralelogramului sunt vârfurile unui nou paralelogram. 


5) Arătaţi că punctele simetrice cu punctul M în raport cu mijloacele laturilor unui patrulater sunt vârfurile unui paralelogram.

6) Fie d o dreaptă şi A, B două puncte situate de aceeaşi parte a ei.Determinaţi poziţia punctului M pe dreapta d astfel încât suma ||AM|| + ||MB|| să fie minimă. 

7) Care este numărul maxim de axe de simetrie pe care le poate avea figura formată din trei segmente congruente în plan(
8) În ce caz  punctele simetrice unui punct M în raport cu laturile triunghiului ABC sunt trei puncte coliniare( 

9) Arătaţi folosind simetria axială, că înălţimile într-un triunghi sunt congruente.

OMOTETIA ÎN PLAN


Considerăm P mulţimea punctelor unui plan şi O un punct fix din plan, iar k un număr real nenul. 


Definiţie: Se numeşte omotetie de centru O şi raport k aplicaţia hk: P(P,



 hk(A)=A’, A, A’(P astfel încât OA’ = k OA.


Punctul O se numeşte centru de omotetie, iar k raportul de omotetie. Punctul A’(transformatul lui A prin omotetie) se numeşte omoteticul punctului A.

Din definiţie se deduce că punctele O, A, A’ sunt coliniare.

Pentru k(0 se spune că avem o omotetie directă (sau pozitivă). Vectorii  OA  şi  OA’  au acelşi sens şi deci segmentele [OA] şi [OA’] sunt de aceeaşi parte a lui O (figura 1.) şi în plus OA’/OA=k. Se mai spune că O este centru de omotetie exterior. 





 



O       A                  A’


A’

   A       O     

       Figura 1.

Pentru k(0 spunem că avem o omotetie indirectă( sau negativă ).Vectorii  OA  şi OA’  au sensuri diferite, adică segmentele [OA] ;I [OA’] sunt situate de o parte şi de alta a lui O(fig. 2.)
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    Figura 2.


PropRietăţi 



O1: Omotetica unei drepte d care nu trece prin O este o dreaptă d’ paralelă cu d. 














   d

    d’


Observaţii:  










 M’       
1)    Dacă A, B, M sunt puncte coliniare, atunci 



         M

din A’B’|| AB si A’M’||Am se deduce coliniaritatea 
   O




punctelor A’, B’, M’.(figura 3.).
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    A’

2)  Dacă dreapta d trece prin prin punctul O, atunci  
hk(d)=d.









   B













         B’


O2: Omotetia de centru O şi raport k:


Figura 3.



1) multiplică de (K( ori lungimea unui



     segment ;



2) conservă raportul lungimilor segm.



A
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       Observaţie: Din OA’= OA,  OB’=k( OB rezultă

     C         B

    A’B’= OB’ – OA’= k( OB – OA )= k  AB. De aici       D



      B’

    A’B’ = |k| ( AB.( figura 4.).
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            Figura 4.

O3: Omotetia conservă măsurile unghiurilor.

         

Omotetia transformă un triunghi într-un

triunghi asemenea cu cel dat.








A’











         A

      Observaţie: Prin omotetie (k((1) un poligon 

Convex se transformă într-un poligon convex 
        O

 B
     B’

asemenea cu cel dat ( raportul de asemănare fiind |k|).  


                                                                      



C
O4: Aria unui poligon convex se multiplică





C’

de K2 ori printr-o omotetie de raport k.


 














Figura 5.









O5: Compunerea a două omotetii de acelaşi centru este tot o omotetie.



Mai precis hk1 ( hk2= hk1 k2.

Observaţie: Pentru hk există h1/k pentru care hk( h1/k= h1= 1p.

Aplicaţie:
· Pe un cerc s-au fixat punctele A şi B,






        C

    iar punctul C este mobil pe acest cerc.

 Să se determine locul geometric al centrului 

de greutate a triunghiului ABC.



Rezolvare:  Fie C’ mijlocul segmentului

[AB], iar G centrul de greutate a ( ABC.(fig.6).

Atunci C’G=1/3C’C. Deci G descrie un cerc 

obţinut din cercul iniţial printr-o omotetie de 

centru C’ şi coeficient 1/3.




A










                          C’

       B














Figura 6.

Probleme :

   

1) Două cercuri sunt tangente în punctul T. O dreaptă care trece prin punctul T intersectează cercurile în punctele A şi B. Să se arate că tangentele în A şi B la cele două cercuri sunt paralele.

2) Să se arate că simetricele unui punct faţă de mijloacele laturilor unui pătrat sunt vârfurile unui pătrat.
3) În plan se consideră  două puncte A şi B şi o dreaptă d. Să se determine locul geometric al centrului de greutate al triunghiului ABC când C este mobil pe dreapta d.
4) Să se determine raportul omotetiei de centru O care duce punctul A în puncul B în cazurile:


a)        B

       A

           O              b)  A

        O

       B
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