Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare folosind regula lui Cramer

Consideram urmatorul sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . . + a2nxn = b2
a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . . + a3nxn = b3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

an1x1 + an2x2 + an3x3 + . . . + annxn = bn
Acest sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute este compatibil determinat, iar solutia sa este data de formulele lui Cramer, daca determinantul sau (d) este nenul. 
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Conform Regulii lui Cramer, solutiile sunt de forma:
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unde d = det A este determinantul sistemului, 
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                                                                fiind matricea sistemului, 

                       . . . . . . . . . . . . . . . . . 

şi dj, 1≤j≤n, determinantul care se obtine din d prin inlocuirea coloanei j prin coloana
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De exemplu:
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s.a.m.d.

Un sistem de ecuatii care nu are solutii se numeste incompatibil. Un sistem de ecuatii liniare este incompatibil daca determinantul sau este nul şi unul din determinantii dj, 1≤j≤n, este nenul (atunci toti determinantii dj, 1≤j≤n, sunt nenuli). 

Un sistem de ecuatii care are mai mult de o solutie se numeste compatibil nedeterminat. Un sistem de ecuatii liniare este compatibil determinat daca determinantul sau este nul şi unul din determinantii dj, 1≤j≤n, este nul (deoarece atunci toti determinantii dj, 1≤j≤n, sunt nuli). 

Calculul determinantilor

Sa consideram o matrice patratica de ordinul n. 
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Vom forma toate produsele posibile de n elemente apartinand la linii şi coloane distincte. Un astfel de produs este de forma:

                      a1i1 a2i2 . . . . . . . . anin
unde i1, i2, . . . in sunt elementele distincte ale multimii {1, 2, . . . n}. Înseamna ca putem considera permutarea de gradul n 

[image: image9.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

n

2

1

i

i

i

n

2

1

K

K

σ


şi putem scrie:

              a1i1 a2i2 . . . . . . . . anin = a1σ(1) a2σ(2) . . . . . . . . anσ(n)
Numarul total al produselor de aceasta forma este egal cu numarul tuturor permutarilor de grad n, deci n!. 

Semnul acestor produse depinde de signatura permutarii, astfel încât daca permutarea este para, semnul produsului este +,  iar daca este impara,  semnul produsului este –. 

Signatura unei permutari
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Fie A = {1, 2, . . . n}. Definim submultimea M a produsului cartezian AxA ca fiind  M = {(i, j) | 1≤i<j≤n}. Daca σ    Sn (Sn fiind multimea tuturor permutarilor de gradul n) este o permutare de gradul n, o pereche ordonata (i, j)    M se numeste inversiune a permutarii σ daca  σ(j)< σ(i). Vom nota cu m(σ) numarul tuturor inversiunilor permutarii σ. 

Numarul  ε(σ) = (-1)m(σ) se numeste signatura (semnul) permutarii σ. Daca signatura permutarii este +1, permutarea este para, iar daca signatura este –1, permutarea este impara. 

În practica signatura unei permutari se poate calcula în doua moduri:

1) prin formula
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2) prin calculul inversiunilor permutarii, metoda pe care o vom folosi şi în algoritmul aflarii solutiilor sistemelor de ecuatii liniare. Pe scurt, aceasta metoda consta în urmatoarele:

-dandu-se o permutare de gradul n

unde i1, i2, . . . in sunt elementele distincte ale multimii {1, 2, . . . n}[image: image13.wmf]÷
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, se cauta   ik1 = n, 1≤k1≤n;
-se calculeaza cate coloane se afla la dreapta acestui element ik1;

-se cauta elementul ik2 = n-1, 1≤k2≤n;
-se calculeaza numarul de coloane aflate la dreapta acestui element ik2 din care se scade 1 daca elementul ik1 se afla la dreapta elementului ik2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

-se cauta elementul ikj = n-j+1, 1≤kj≤n;

-se calculeaza numarul de coloane aflate la dreapta acestui element ikj din care se scade numarul de elemente ikp, 1≤p<j aflate la dreapta elementului ikj;

-se continua pana la elementul ikn =1;

-sumele obtinute prin calculele efectuate mai sus, adunate, sunt chiar numarul de inversiuni ale permutarii σ. 

#include<stdio.h>


#include<conio.h>


#include<iostream.h>


#include<stdlib.h>


#include<math.h>


#include<string.h>


int n;


int sign(int s[50])


{int m=0,v[50];//m este nr de inversiuni ale permutarii s


for(int i=1;i<=n;i++)


  v[i]=0;


for(int k=n;k>0;k--)


  for(int i=1;i<=n;i++)



 if(s[i]==k)



   {m+=n-i-v[i];



    for(int j=1;j<i;j++)




   v[j]++;



   break;



   }


return pow(-1,m);


}


float det(float a[50][50])


{int x[50];


int k=1,as,ev,fact=0,perm=1,suma=0;


x[k]=0;


for(int i=1;i<=n;i++)


  perm*=i;        //n!


while(k>0)


  {as=0;


   //while(x[k]<n)


   do {


    x[k]++;


    if (x[k]<=n)



   as=1;


    ev=1;


    if(k>1)



for(int i=1;i<k;i++)



/* {x[i]=1;



  ev=1;



  for(int j=1;j<i;j++)*/



    if(x[i]==x[k])




 {ev=0;




  break;




 }


   }while((as)&&(!((as)&&(ev))));


   if(as)



 if (k==n)




 {fact++;




  int prod=sign(x);




  for(int i=1;i<=n;i++)





prod*=a[i][x[i]];




  suma+=prod;




  if(fact==perm)




    return suma;




  k--;




 }




  //
 return a[k][x[k]];



 else



   {k++;



    x[k]=0;



   }


   else k--;


  }


}


void main()


{float a[50][50],d,dn,b[50],col[50],x[50][2],nr;


int i,j,coef;


char *semn,*cifra,*s;


clrscr();


i=0;


j=1;


semn="";


cifra="";


cout<<"Exemplu:"<<endl;


cout<<"Se apasa: -,10,+,2,+,1,=,9"<<endl;


cout<<"si apare: -10x1+2x2+x3=9"<<endl;


do


   semn[0]=getch();


while((semn[0]!='-')&&(semn[0]!='+'));


if(semn[0]=='-')



{coef=-1;



 //cout<<'-';



 }


else coef=1;


while(semn[0]!='=')


 { s=" ";


   do


    {cifra[0]=getch();



cifra[1]=0;


    }while((cifra[0]<'0')||(cifra[0]>'9'));


    strcpy(s,cifra);


    nr=atoi(s);


   do


   {semn="";


    cifra[0]=getch();


    cifra[1]=0;


    if((cifra[0]>='0')&&(cifra[0]<='9'))



    {//cout<<cifra;




strcat(s,cifra);




nr=atoi(s);




}


    else



    strcpy(semn,cifra);


   }


   while((semn[0]!='-')&&(semn[0]!='+')&&((semn[0]!='=')||(i==0)));


   i++;


   a[i][j]=coef*nr;


   if(nr)



 {if(coef==-1)




cout<<'-';



  if((coef==1)&&(i>1))




cout<<'+';



  }


   if((nr!=1)&&(nr!=0))



cout<<nr;


   if(nr)



cout<<'x'<<i;


   if(semn[0]=='-')



{coef=-1;



// cout<<'-';



}


   if(semn[0]=='+')



   {coef=1;



   // cout<<'+';



    }


 }


 n=i;


 cout<<'=';


 cin>>b[j];


for(j=2;j<=n;j++)


{i=0;


char *s,*cifra;


semn="";


//cifra="";


do


   semn[0]=getch();


while((semn[0]!='-')&&(semn[0]!='+'));


if(semn[0]=='-')



{coef=-1;



 //cout<<'-';



 }


else coef=1;


while(semn[0]!='=')


 { s=" ";


   //semn="";


   do



{cifra[0]=getch();



 cifra[1]=0;



}while((cifra[0]<'0')||(cifra[0]>'9'));


   strcpy(s,cifra);


   nr=atoi(s);


   do


   {semn="";


    cifra[0]=getch();


    cifra[1]=0;


    if((cifra[0]>='0')&&(cifra[0]<='9'))



    {//cout<<cifra;




strcat(s,cifra);




nr=atoi(s);




}


    else



    strcpy(semn,cifra);


   }


   while((semn[0]!='-')&&(semn[0]!='+')&&((semn[0]!='=')||(i==0)));


   i++;


   a[i][j]=coef*nr;


   if(nr)



 {if(coef==-1)




cout<<'-';



  if((coef==1)&&(i>1))




cout<<'+';



  }


   if((nr!=1)&&(nr!=0))



cout<<nr;


   if(nr)



cout<<'x'<<i;


   if(semn[0]=='-')



{coef=-1;


    //
 cout<<'-';



 }


   if(semn[0]=='+')



   {coef=1;



//    cout<<'+';



   }


 }


 cout<<'=';


 cin>>b[j];


}


/*cout<<"n=";


cin>>n;


for(j=1;j<=n;j++)


   for(i=1;i<=n;i++)



  {cout<<"a["<<i<<"]["<<j<<"]=";



   cin>>a[i][j];



   }


for(j=1;j<=n;j++)



{cout<<"b["<<j<<"]=";



 cin>>b[j];



}*/


d=det(a);


if (d)


    {for(i=1;i<=n;i++)



   {for(j=1;j<=n;j++)




 {col[j]=a[i][j];




  a[i][j]=b[j];




  }



    dn=det(a);



    x[i][0]=dn/d;



    x[i][1]=dn;



    for(j=1;j<=n;j++)




  a[i][j]=col[j];



    }



for(i=1;i<=n;i++)



   if(int(x[i][0])==x[i][0])




 cout<<'x'<<i<<'='<<x[i][0]<<' ';



   else




 cout<<'x'<<i<<'='<<x[i][1]<<'/'<<d<<' ';


    }


else


    {for(j=1;j<=n;j++)




 {col[j]=a[1][j];




  a[1][j]=b[j];




  }



    dn=det(a);



    if (dn)




    {cout<<"";




      cout<<"Sistem incompatibil";


                            }



    else cout<<"Sistem compatibil nedeterminat";


    }


getch();


}
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