Logica predicatelor

Un predicat este un enunţ care depinde de una sau mai multe variabile şi care are proprietatea că pentru anumite valori ale variabilelor (valori care pot fi de exemplu numere sau, în general, elemente ale unei mulţimi) devine o propoziţie. Un predicat care depinde de n variabile se numeşte predicat n-ar.

În particular, pentru n = 1, 2, 3, avem predicate unare, binare şi respectiv ternare.

Exemple

Enunţul:

a(n) = "3 este un divizor al lui n"
este un predicat care depinde de variabila n. Pentru fiecare număr întreg n, a(n) este o propoziţie. şi anume, dacă n este un număr întreg de forma 5k, k număr întreg, atunci a(n) este o propoziţie adevărată şi pentru toate celelalte valori ale lui n, a(n) este o propoziţie falsă.

Enunţul:

a(x, y) = "x + y = 2"
este un predicat binar. Pentru orice două numere reale x şi y, a(x, y) este o propoziţie. Propoziţia a(1, 1) obţinută dând lui x şi y valorile x = 1, y = 1 este o propoziţie adevărată, în timp ce propoziţia a(0, 1) obţinută dând lui x şi y valorile x = 0,  y = 1 este o propoziţie falsă.

Să considerăm două predicate unare a(x) şi b(x). Cu ajutorul operatorilor logici putem construi şi alte predicate unare, anume:


De exemplu, predicatul a(x)  b(x) este acel predicat c(x) care, pentru fiecare valoare a variabilei x coincide cu propoziţia a(x) b(x). De asemenea, putem forma predicatele binare:

a(x)  b(y), a(x) b(y), a(x) b(y), a(x)  b(y)

Consecinţă logică

Predicatul b(x) se numeşte consecinţă. logică a predicatului a(x) şi scriem a(x)  b(x) dacă pentru orice valoare a variabilei x, propoziţia a(x)  b(x) este adevărată.

Ţinând. seama de definiţia implicaţiei, avem a(x)  b(x) dacă şi numai dacă pentru orice valoare a variabilei x, propoziţia b(x) este adevărată de fiecare dată când propoziţia a(x) este adevărată.

Exemplu

Considerând predicatele:

a(x) = "x > 0" şi b(x) = "x2 > 0"

care au sens pentru x număr real, avem:

a(x)  b(x)

Echivalenţă logică

Predicatele a(x) şi b(x) sunt echivalente logic şi scriem a(x)  b(x) dacă pentru orice valoare a variabilei x propoziţia a(x)  b(x) este adevărată.

Conform definiţiei echivalentei, avem a(x)  b(x) dacă şi numai dacă pentru orice valoare a variabilei x, propoziţiile a(x) şi b(x) au aceeaşi valoare de adevăr.

Exemplu

Considerând predicatele:

a(x) = "x < 0" şi b(x) = "x [image: image1.png]


0"

care au sens pentru x număr real, avem:
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a(x)  b(x) şi a(x)  [image: image3.png]


b(x)

Relaţiile de consecinţă logică şi echivalenţă logică pot fi definite şi între predicate n-are, unde n > 2, într-un mod evident. De exemplu, dacă considerăm predicatele:

x > y,  y > 0 şi x2 > y2
care au sens când x şi y sunt numere reale, avem:

x > y,  y > 0  x2 > y2 
De asemenea:
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(x – y = 2)  x – y  2.

În matematică, orice teoremă se formulează – de regulă – spunând că un anumit predicat este consecinţă logică a unui alt predicat, deci are forma:

a(x1, x2, ..., xn)  b(y1, y2, ...,  yn)

Exemple

 Teorema "Înălţimile unui triunghi sunt concurente" are forma: 

a(x,  y, z)  b(x,  y, z)

unde a(x,  y, z) este predicatul "x, y, z sunt înălţimile unui triunghi" şi b(x,  y, z) este predicatul "x,  y, z sunt concurente".

 Teorema "Diagonalele unui romb sunt perpendiculare"are forma: 

a(x, y)  b(x, y)

unde a(x,  y) este predicatul "x,  y sunt diagonalele unui romb" şi b(x,  y) este predicatul "x, y sunt perpendiculare".

Propoziţii universale şi existenţiale

Propoziţii universale

Fie a(x) un predicat unar. Propoziţia "pentru orice valoare permisă a variabilei x, a(x) este o propoziţie adevărată" se numeşte propoziţia universală asociată predicatului a(x) şi se notează (x)a(x).

De exemplu, dacă a(x) şi b(x) sunt două predicate, avem:

a(x)  b(x)

dacă şi numai dacă propoziţia:

(x)a(x)  b(x)

este adevărată. De asemenea,

a(x)  b(x)

dacă şi numai dacă propoziţia:

(x)a(x)  b(x)

este adevărată.

Considerând predicatul: "x2 > 0", unde x este un nmnăr real, propoziţia:

(x)(x2  0)

este o propoziţie adevărată. Propoziţia:

(x)(x2 > 0)

nu este însă o propoziţie adevărată. Într-adevăr, avem predicatul: a(x) = "x2 > 0", unde x este un număr real şi propoziţia a(0) nu este o propoziţie adevărată.

Propoziţii existenţiale

Propoziţia existenţială asociată unui predicat unar oarecare a(x) este "există cel puţin o valoare x0 a variabilei x astfel ca a(x0) să fie o propoziţie adevărată" şi se notează (x)a(x).

De exemplu, considerând predicatul: a(x) = "x + 2 = 0", unde x este număr întreg, propoziţia:

(x)(x + 2 = 0)

este adevărată, deoarece pentru x = –2, propoziţia a(–2) = "–2 + 2 = 0" este adevărată. Putem însă considera şi predicatul: a(x) = "x + 2 = 0", unde x este număr natural. Atunci, propoziţia

(x)a(x)

nu este o propoziţie adevărată.

Să presupunem predicatul a(x) definit numai pentru un număr finit de valori ale variabilei x, anume x1, x2,...,  xn.

Atunci:

(x)a(x) a(x1) a(x2) ... a(xn)

(x)a(x) a(x1)  a(x2)  ...  a(xn)

Ţinînd seama de legile lui De Morgan, rezultă:
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(x)a(x) [image: image6.png]


a(x1) [image: image7.png]


a(x2)  ... [image: image8.png]


a(xn) (x)([image: image9.png]


a(x))

În mod analog:
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(x)a(x) (x)([image: image11.png]


a(x))

Regulile de negaţie stabilite mai sus, sunt valabile şi în cazul general. Deci, pentru orice predicat unar a(x), avem:
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(x)a(x) (x)([image: image13.png]


a(x))
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(x)a(x) (x)([image: image15.png]


a(x))

Fie a(x, y) un predicat binar. Atunci

(x)a(x, y)

este un predicat unar, care depinde de variabila y şi, prin urmare, putem forma propoziţiile:

(y)(x)a(x, y)

(y)(x)a(x, y)

şi In mod analog,

(x)a(x, y)

este un predicat unar care depinde de variabila y, deci, putem forma propozitiile:

(y)(x)a(x, y)

(y)(x)a(x, y)

Exemplu

Să consideram predicatul binar a(x,y) = "x < y", unde x, y sunt numere reale.

Propoziţia:

(y)(x)a(x, y)

este o propoziţie falsă deoarece, de exemplu, a(2,1) este o propoziţie falsă.

Propoziţia:

(y)(x)a(x, y)

este o propoziţie falsă deoarece pentru o valoare oarecare y = y0 a variabilei y0, propoziţia

a(y0 + 1, y0)

sunt însă propoziţii adevărate.

Regulile de negaţie pentru propoziţiile de tip universal-existenţial asociate predicatelor binare se obţin din regulile de negaţie pentru predicatele unare. De exemplu:
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((y)(x)a(x.y)) (y)([image: image17.png]


(x)a(x.y)) (y)(x)([image: image18.png]


a(x.y))
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((y)(x)a(x.y)) (y)([image: image20.png]


(x)a(x.y)) (y)(x)([image: image21.png]


a(x.y))

Majoritatea definiţiilor din matematică sunt predicate care se construiesc cu ajutorul altor predicate deja definite. Astfel, dacă x | y sunt numere întregi, predicatul x | y (adică "x divide pe y") înseamnă (q)(y = qx). Spunem că predicatul x | y este echivalent prin definiţie cu predicatul (q)(y = qx) şi scriem:
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Analog, dacă x şi y sunt numere naturale, avem definiţia:
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Pentru a exemplifica regulile de negaţie stabilite mai sus, să explicităm şi negaţia predicatelor x | y şi "x este număr prim", adică, să explicităm ce înseamnă că "x nu divide pe y" (se scrie x [image: image24]y) şi "x nu este număr prim":

x [image: image25.png]


y (q)(y  qx)

"x nu este număr prim"  x  (x = 1)  (y)(y | x  y  1  y  x).
Teoremă directă

În matematică, o teoremă este o propoziţie adevărată care stabileşte că unul sau mai multe obiecte matematice posedă o anumită proprietate.

De regulă orice teoremă se poate enunţa sub forma unei propoziţii condiţionale (din punct de vedere gramatical) construită cu ajutorul cuvintelor "dacă... atunci...".

Exemplu

Teorema lui Pitagora: "Într-un triunghi dreptunghic suma pătratelor catetelor este egală cu pătratul ipotenuzei" se poate pune sub forma:

"dacă x este ipotenuza şi y, z catetele unui triunghi dreptunghic, atunci x2 = y2 – z2". Aşa cum am mai văzut, forma generală a unei teoreme este:

a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

unde a(x1, x2, ..., xn) şi b(x1, x2, ..., xn) sunt predicate n-are. Predicatul a(x1, x2, ..., xn) se numeşte ipoteza teoremei, iar b(x1, x2, ..., xn) se numeşte concluzia teoremei.

Prin demonstraţia unei teoreme:

a(x1, x2, ..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

înţelegem un şir de propoziţii adevărate de forma:

ai(x1, x2, ..., xn)  ai+1(x1, x2, ..., xn)

cu i = 1, 2, ..., k – 1, unde ai = a şi ak = b. Aceste propoziţii sunt teoreme deja demonstrate sau axiome (teoreme care se acceptă fără demonstraţie) sau sunt propoziţii adevărate în virtutea legilor calculului propoziţional (raţionamente logice).

Teorema iniţială

a(x1, x2, ..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

este adevărată în virtutea regulii silogismului. De obicei acest şir de propoziţii nu se indică explicit (demonstraţiile ar deveni prea greoaie şi dificil de urmărit), însă el trebuie avut în vedere.

Exemplul 1:

Să considerăm teorema: "Dacă d este număr întreg ireductibil şi divide produsul a două numere întregi x, y, atunci d divide cel puţin pe unul dintre ele".

Ipoteza teoremei este predicatul:

a(d, x, y) = "d este număr întreg ireductibil şi d | xy"

iar concluzia este:

b(d, x, y) = "d | x sau d | y"

Pentru demonstraţie, constatăm mai întâi câ, datorită faptului că formula:

(p  q [image: image26.png]


r   s)  (p  q  r  s)

este o tautologie. Deci propoziţia p  q  r  s este adevărată când p  q [image: image27.png]


r  s este adevărată. Astfel, este suficient să demonstrăm teorema:

"Dacă d este număr întreg ireductibil, d | xy şi d [image: image28]x  d | y".

Luăm:

p = "d număr întreg ireductibil";

q = "d | xy";

r = "d | x";

s = "d | y".

În virtutea proprietâţilor numerelor întregi ireductibile şi a celui mai mare divizor comun avem:

"d este număr întreg ireductibil şi d [image: image29]x"  (d, x) = 1 
 (k)(l)(kd + lx = 1)  (k)(l)(kyd + Ixy = y).

Luăm:

p = "d este număr întreg ireductibil şi d [image: image30]x";

q = "(k)(l)(kyd + Ixy = y)";

r = "d | xy"

Conform celor de mai sus, avem p  q şi deoarece formula:

(p  q)  (p  r  q  r)

este o tautologie, avem p  r  q  r, adică d este număr întreg ireductibil şi d [image: image31]x şi d | xy  (k)(l)(kyd + Ixy = y) şi d | xy. Evident, avem:

(k)(l)(kyd + Ixy = y) şi d | xy  d | y
Din legea silogismului rezultă:

d este număr întreg ireductibil şi d [image: image32]x şi d | xy  a | y
şi teorema este demonstrată.

Bineînţeles, uzual nu mai facem apel la tautologiile indicate aici în mod explicit, acestea fiind subînţelese.

Forma a(x1, x2, ..., xn)  b(x1, x2, ..., xn) a unei teoreme trebuie avută în vedere şi în cazurile cele mai simple. De exemplu, teorema: "2 este număr prim" are forma

a(x)  b(x)

unde a(x) este predicatul: "x = 2" şi b(x) este predicatul: "x este număr prim".

Exemplul 2:

Egalitatea:

[image: image33.png]Y52 +7-352-7=2




este o teoremă de forma:

a(x)  b(x)

unde:

[image: image34.png]



b(x) = "x = 2"

Pentru a demonstra teorema, observăm că:
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x3 = 14 – 3x  x3 + 3x – 14 = 0  (a – 2)(x2 + 2x + 7) = 0  x = 2,

deoarece x este număr real şi ecuaţia x2 + 2x + 7 = 0 nu are rădăcini reale.

Din acest motiv, un raţionament de forma: "ridicăm la cub ambii membri ai egalităţii
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şi obţinem:
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adică:
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ceea ce este evident", este greşit.

Teoremă reciprocă

Să considerăm teorema:

a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

care exprimă faptul că predicatul b(x1, x2, ..., xn) este consecinţă logică predicatului a(x1, x2, ..., xn). Dacă şi predicatul a(x1, x2,..., xn) este consecinţă logică a predicatului b(x1, x2, ..., xn), are loc şi teorema:

a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn),

teoremă care se numeşte reciproca teoremei date. Deci, teorema reciprocă a unei teoreme se obţine luând concluzia teoremei date ca ipoteză şi ipoteza teoremei date drept concluzie. Bineînţeles, dacă teorema directă este adevărată, nu este necesar ca şi teorema reciprocă să fie adevărată.

Dacă avem:

a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

şi

b(x1, x2,..., xn)  a(x1, x2, ..., xn)

adică, dacă şi teorema directă şi teorema reciprocă sunt adevărate, atunci predicatele a(x1, x2, ..., xn) şi b(x1, x2, ..., xn) sunt echivalente logic, deci avem:

a(x1, x2, ..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

Exemplu

Considerăm teorema: "Dacă a = b, atunci a3 = b3" unde a şi b sunt numere reale. Ea are forma:

x = y  x3 = y3
Reciproca acestei teoreme este:

x3 = y3  x = y
adică, "dacă a3 = b3 atunci a = b". Bineînţeles şi teorema directă şi teorema

reciprocă sunt adevărate. Avem deci:

x = y  x3 = y3
Astfel, teorema directă şi teorema reciprocă se pot contopi într-un singur enunţ: "a = b dacă şi numai dacă a3 = b3".

Demonstraţiile teoremei directe şi a teoremei reciproce se pot face simultan printr-un şir de echivalenţe logice.

Condiţie necesară şi suficientă

În cazul în care:

a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

se mai spune câ a(x1, x2,..., xn) este condiţie necesară pentru b(x1, x2, ..., xn) şi că b(x1, x2, ..., xn) este condiţie suficientă pentru a(x1, x2,..., xn).

De multe ori apar enunţuri care afirmă echivalenţa logică a două sau mai multe predicate. De exemplu: fie x şi y numere reale. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:
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Demonstraţia completă a unui astfel de enunţ (a unei astfel de teoreme) se poate face fie demonstrând i)  ii) şi i)  iii), fie demonstrând i)  ii)  iii)  i).
Teoremă contrară

Sâ considerăm teorema:

a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

care exprimă faptul că predicatul b(x1, x2, ..., xn) este consecinţâ logicâ a predicatului a(x1, x2, ..., xn). Dacâ şi predicatul [image: image40.png]


b(x1, x2, ..., xn) este conse-cinţă logică a predicatului [image: image41.png]


a(x1, x2, ..., xn), atunci are loc teorema:

[image: image42.png]


a(x1, x2,..., xn)  [image: image43.png]


b(x1, x2, ..., xn)

care se numeşte contrara teoremei date. Deci, teorema contrară a unei feoreme se obţine înlocuind ipoteza şi concluzia teoremei date prin negaţiile lor.

Exemplu

Considerăm teorema:

"Dacă produsul a două numere reale este zero, atunci cel puţin unul din ele este zero". Ea are forma:

"xy = 0  x = 0    y = 0"

Contrara acestei teoreme este:

"xy  0  x = 0    y  0"

adică,

"Dacă produsul a două numere reale este diferit de zero, atunci ambele numere sunt diferite de zero".

Metoda demonstraţiei prin reducere la absurd

Fiind data o teoremă: a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)
putem, forma:

	teorema reciprocă:
	a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

	teorema contrară
	[image: image44.png]


a(x1, x2,..., xn)  [image: image45.png]


b(x1, x2, ..., xn)

	teorema contrară reciprocei
teorema reciprocă contrarei
	[image: image46.png]


b(x1, x2,..., xn)  [image: image47.png]


a(x1, x2, ..., xn)


Datorită tautologiei:

(p  q)  ([image: image48.png]


p [image: image49.png]


q)

din calculul propoziţional, teorema directă:

a(x1, x2,..., xn)  b(x1, x2, ..., xn)

este adevărată dacă şi numai dacă contrara reciprocei sale [image: image50.png]


b(x1, x2, ..., xn) [image: image51.png]


a(x1, x2, ..., xn) este adevărată.

Pe această observaţie se bazează metoda demonstraţiei prin reducere la absurd, prin care, în loc să demonstrăm teorema directă, demonstrăm contrara reciprocei. Metoda demonstraţiei prin reducere la absurd este foarte utilă în matematică, deoarece de multe ori demonstraţia teoremei directe este foarte dificilă.

Exemplu:

Să considerăm teorema:

"Dacă x şi y sunt numere reale astfel încît x2 + y2 = 0, atunci x = 0 şi y = 0".

Ea are forma:

x2 + y2 = 0  x = 0 y = 0

Contrara reciprocei este teorema:

x  0 y  0  x2 + y2  0

adică:

"Dacă x şi y sunt numere reale şi cel puţin unul din ele este diferit de zero, atunci x2 + y2    0".

Am numit teoremă orice propoziţie adevărată care stabileşte că unul sau mai multe obiecte matematice posedă o anumită proprietate. Dar, de obicei, astfel de rezultate se numesc propoziţii şi numai rezultatele cele mai importante, cu o semnificaţie deosebită poartă numele de teoreme. 

De regulă, propoziţiile care rezultă imediat din alte teoreme sau propoziţii se numesc  corolarii.

Rezultatele care pregătesc demonstraţia unei propoziţii mai complicate sau a unei teoreme se numesc leme.

